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Die Zerlegung von Beobachtungsgrößen in sogenannte Mittelwerte und Fluktuationen führt zur 
Parametrisierung des turbulenten Flusses aber auch zu Problemen. Der Erwartungswert der 
turbulenten Größe l/f ist das Ensemble Mittel über eine große Zahl von Realisierungen, falls l/f 
normalverteilt ist. Geophysikalische Daten bestehen jedoch aus Zeitreihen und/oder räumlichen 
Daten. Daher muß jeder vernünftige Mittelungsprozeß von l/f in der Zeit und/oder im Raum 
durchgeführt werden. Um die Fluktuationen rfl von l/f zu trennen, müssen wir den 
Erwartungswert von l/f bestimmen, d.h. die Fluktuationen in den langen Zeit- und/oder 
Raumskalen. Für dieses Problem ist der Mittelwert über das Meßintervall eine schlechte 
Approximation, das gleitende Mittel eine bessere und der numerisch tiefpassgefilterte Wert die 
bestmögliche Approximation. 
Eine Fluktuationsmessung (surface flux) im Bereich niedriger Flüsse wurde ausgewertet 
1) nach der gewöhnlichen Methode und 2) mit einem numerischen Tiefpass Lanczos-Filter. Mit 
2) erhielten wir bessere Ergebnisse. 
Summary 
Decomposition of some observables into so-called mean parts and fluctuations leads to 
parameterisation of turbulent flow but is also the cause of different problems. The expectation 
of the turbulent field l/f is, the ensemble mean over a large number of realizations if l/f follows 
a normal distribution. Geophysical data, however, consist of time- and/or space series. Thus 
every reasonable averaging process of l/f must be over time and/or space. To separate 
fluctuations lf!' from 1fl we must estimate the expectation value of lfl, i.e. fluctuations on long 
time and/or space scales. For this problem the mean over the measuring interval is an inexact 
approximation, the moving mean is better but the numerically low-pass filtered value probably 
the best possible approximation. 
A surface flux measurement in low flux regime is evaluated with 1) a usual procedure and 
2) with a numerical low-pass Lanczos-filter. With 2) we obtain better results. 
Einleitung 
Bei der Lösung z.B. der Bewegungsgleichungen werden die Größen 1fl in Erwartungswert < l/I> 
und Abweichung vom Erwartungswert rfl auf geteilt. Der Erwartungswert wird auch als Grund-
zustand bezeichnet. Eine bekannte Anwendung dieses Konzepts ist die Vereinfachung von 
Gleichungen z.B. die Boussinesq-Approximation (Etling, 1996, S.222 ff.). Der Erwartungswert 
der turbulenten Größe lflist im Falle, daß 1fl normalverteilt ist, das Ensemble Mittel über eine 
große Zahl von Realisierungen. Ein solcl:ier Erwartungswert läßt sich aber nur unter Laborbe-
dingungen mit Hilfe einer Reihe identischer Experimente unter kontrollierten Bedingungen 
bestimmen. Geophysikalische Daten bestehen jedoch aus einzelnen Zeitreihen und/oder 
räumlichen Daten. In der Praxis wird der Erwartungswert durch den Mittelwert über eine 
Realisierung ersetzt. Dies ist bei einer normalverteilten Zufallsgröße 1fl nur in zwei Fällen 
richtig, 
1. wenn die Zeitreihe unendlich lang ist und die Integration von -oo bis +oo durchgeführt werden 
kann oder 2. die Integration über einen Breitenkreis geht (zonales Mittel). In der Meteorologie 
und auch in anderen geophysikalischen Disziplinen hat man es aber in der Regel mit zeitlich 
und räumlich begrenzten Zeitreihen zu tun. In diesen Fällen wird der Erwartungswert von einer 
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geophysikalischen Größe l/f durch den Mittelwert über das vorhandene Intervall ersetzt. 
(1) 
Es wird gleichzeitig noch die Forderung erhoben, daß der zu untersuchende Prozeß stationär ist. 
Unsere Beispielreihe, wie jede andere geophysikalische Meßreihe erfüllt diese Forderung nicht 
streng. Auf der anderen Seite werden die Bewegungsgleichungen und Energietransportgleich-
ungen mit den so gewonnenen Parametrisierungen für die Austauschkoeffizienten bei der 
Lösung von zeitabhängigen Problemen verwendet. In diesem Beitrag soll gezeigt werden, wie 
das Problem der Erwartungswertbestimmung von ljf für den allgemeinen Fall formuliert werden 
muß. 
Das Turbulenzspektrum 
Lange Zeitreihen, z.B. die des Windes, liefern nach Berechnung des Energiespektrums durch 
Fourier-Analyse zwei Maxima (Etling, 1996, S. 251-252), eins mit einer etwa viertägigen 
Periode (Makroturbulenz) und eins bei einer bis drei Minuten (Mikroturbulenz). Dazwischen ist 
eine mehr oder minder ausgeprägte Energielücke (Mesoturbulenz). Die Voraussetzung der 
Stationarität, z.B. bei der Bestimmung der Schubspannungsgeschwindigkeit u,., ist also nie 
erfüllt. 
(2) 
Will man diesen Konflikt lösen, ist es zweckmäßig einen zeitabhängigen Erwartungswert 
vorauszusetzen und GI. (1) durch eine Tiefpassfilterung zu ersetzen (Fenne! und Lass, 1989). 
Bildlich gesprochen wird durch ein Filter die Mikroturbulenz von der Makroturbulenz getrennt. 
Tiefpassfilterung 
Ein Tiefpassfilter erhält man durch Fouriertransformation der Sprungfunktion aus dem Fre-
quenzraum in die Orts- oder in die Zeitdomäne. Die Tiefpassgefilterte Zeitreihe berechnet sich 
dann (Lass und Fennel, 1980) 
(3) 
Gleichung (3) hat den großen Nachteil, daß die Integration über eine unendliche Domäne 
ausgeführt werden soll. Es ist aber auch möglich, dieses Filter auf ein Zeitfenster anzuwenden, 
ähnlich wie in GI. (1). Geophysikalische Zeitreihen liegen immer in diskreten, endlichen 
Reihen vor. Ein numerisches Filter hat die allgemeine Form 
N 
Yn= L CkKn-k ' 
k=-N 
(4) 
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wobei xn die Elemente der ungefilterten Zeitreihe mit der Zeitdiskretisierung Llt, Yn die Ele-
mente der gefilterten Zeitreihe und ckdie Filterkoeffizienten bedeuten. GI. (4) ist mit ck=l!N 
für alle kund durch Änderung der Grenzen der Laufvariablen k in GI. (4) von 1 bis N in GI. (1) 
zu überführen, wobei nur ein y N, der Mittel wert der Reihe definiert wird. Es kommt jetzt darauf 
an, die ck für ein geeignetes Tiefpassfilter zu bestimmen. Dabei benutzt man GI. (3) im vor-
gegebenen Intervall. Wir bezeichnen die Nyquist-Frequenz mitfn=ll(2Llt) und die gewünschte 
Grenzfrequenz mit fc, wobei Llt das Diskretisierungsintervall bedeutet. Mit der normierten 
Grenzfrequenzfcn=f /fn ergeben sich die Filterkoeffizienten ck für die oben beschriebene fourier-
transformierte der Sprungfunktion zu 
sin( nfcnk) 
c-----
k nk (5) 
Bei unendlich langen Zeitreihen geht Formel (5) in die Integralform über und die oben aufge-
führten Forderungen sind exakt erfüllt. Endlich lange Zeitreihen erfordern endlich lange Filter, 
die Transformierte von Formel (5) in den Frequenzraum zeigt ein Überschwingen (Gibbseffekt) 
sowohl im Durchlaßbereich als auch im Sperrbereich des Tiefpassfilters. Um diesen Effekt zu 
unterdrücken (minimieren), müssen die Koeffizienten ck mit dem sogenannten Sigma-Faktor 
a(N,k) multipliziert werden (Lanczos, 1956), wobei N die Anzahl der Filterkoeffizienten bedeu-
tet. 
o(N k)- sin(nk/N) 
' nk!N (6) 
Die so berechneten Filterkoeffizienten ck'=ck·a(N,k) müssen anschließend auf eins normiert 
werden. Das Lanczos-Filter läßt sich dem Filterproblem anpassen. Die Anzahl der Koeffizien-
ten N und der Abstand zwischen Nyquist-Frequenz und der Abschneidefrequenz bestimmen die 
Steilheit des Filters in der Nähe der Abschneidefrequenz. Große N (> 100) und fcn >0. l ergeben 
sehr gute Filtereigenschaften, in der Praxis dürfte N=30 ausreichen. Sind die Meßreihen nicht 
auf analogem Wege tiefpassgefiltert, so verbietet sich wegen des Aliasing-Effektesfc=fn-
Ebenso wie eine Tiefpassfilterung läßt sich eine Hochpassfilterung realisieren. Mit der gleichen 
Grenzfrequenz wie für das Tiefpassfilter mit den Filterkoeffizienten c k sind dann die Hochpass-
filterkoeffizienten c/0 ch= 1- ck, oder eine Bandpassfilterung mit c/and= 1- ck1 + ck2, mitfi<f2• 
Die Grenzfrequenzen müssen entsprechend ausgewählt werden und auf die entsprechende 
Normierung muß geachtet werden (siehe oben). 
Für Turbulenzmessungen ist wegen der hohen Abtastrate und der relativ niedrigen Abschneide-
frequenz bzw. großen Abschneideperiode von 20Minutenfcn~104 . Damit das Filter minde-
stens zwei Perioden überdeckt, muß N in der Größenordnung 104 liegen. Bessere Filtereigen-
schaften erreicht man mit einer Filterlänge von 5-10 Perioden der Grenzfrequenz. Das bedeutet 
aber, daß die Meßreihen 5-10 mal so lang wie herkömmlich sein müssen. Auf dieses Problem 
und dessen Umgehung wird später eingegangen. Zuerst wird das herkömmliche Reihenmittel 
als Erwartungswert mit einem adäquaten Tiefpassfilter verglichen. 
Eigenschaften eines Tiefpassfilters und einer Mittelwertfilterung über eine turbulente 
Meßreihe 
Die Filterkoeffizienten ck nach GI. (1) sind alle gleich, ck = 1/N. In Abb. 1 sind diese Koeffi-
zienten mit den Lanczos-Filterkoeffizienten verglichen. Es wird eine übliche Registrierzeit 
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für turbulente Flüsse in der Atmosphäre von 20 Minuten und ein L.lt von 0, 1 Sekunden im 
Beispiel angenommen. Um die Standardmethode mit einem Tiefpaßfilter zu vergleichen, muß 
natürlich eine längere Meßreihe zur Verfügung stehen, in unserem Fall sind es 3 Stunden 
(108000 Werte). Zur Bestimmung des Mittelwertes werden dann nach herkömmlicher Methode 
12000 Werte aus der langen Meßreihe herangezogen (N=12000). Für das Lanczos-Filter wurde 
N=40001 gewählt (durch GI. (5) ist ein ungerader Wert für die Gesamtlänge vorgegeben). Das 
Lanczos-Filter greift damit über mehr als drei Intervallängen. Beide Filter sind also ungleich 
lang. Sie werden trotzdem verglichen, weil es in der Praxis nicht üblich ist, bei einer Registrie-
rung von 20 Minuten, den Mittelwert aus einer Stunde zu berechnen. Ein numerisches Tiefpass-
filter mit einer Grenzperiode von 20 Minuten über nur ein 20 Minutenintervall ist nicht zu 
konstruieren. Das Lanczos-Filter (Abb. l) hat nur entfernte Ähnlichkeit mit der Funktion sin.x/x 
(GI. (3)), das Zeitfenster ist verhältnismäßig kurz. Trotzdem sollen exemplarisch einige Eigen-
schaften verglichen werden. Dabei wird darauf geachtet, daß bei der Berechnung der abgeleite-
ten Größen wie die Schubspannungsgeschwindigkeit u. nach Gl.(2) die Intervallängen gleich 
lang sind. 
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Abb. 1 Filterkoeffizienten des Lanczos-Filters (ausgezogene Linie) und die der Mittelwertbildung (gestrichelte 
Linie). Auf der Abszisse ist nicht die Laufvariable k abgetragen, sondern k'1t, die äquivalente Zeit. 
In Abb. l sind die Filterkoeffizienten für den Wert im Intervallmittel dargestellt. Diese Filterkur-
ve bewegt sich über das ganze Intervall. Um den ersten gefilterten Wert zu berechnen sind also 
mehr als 66 Minuten Registrierzeit nötig und alle Werte sind erst ca. 33 Minuten nach Beendi-
gung der Standardmessung verfügbar. 
Ein Signal mit einer Periode von 20 Minuten (f=0.00083Hz) liegt im Bereich der Mesoturbu-
lenz und wird durch eine Mittelwertbildung exakt herausgefiltert. Aber ein Signal mit einer 
Periode von 15 Minuten (f=0.001 lHz) liegt im Bereich zwischen Mesoturbulenz und Mikrotur-
bulenz und wird durch die Mittelwertbildung nicht exakt herausgefiltert, sondern liefert einen 
um 20% der Amplitude der 15 Minuten Schwingung verschobenen Mittelwert (je nach Phasen-
lage positiv oder negativ oder auch zufällig Null, siehe Abb.2). 
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Abb. 2 Durchlaßcharakteristik zweier Tiefpässe, einfaches Intervallmittel (gestrichelte Linie) und des Lanczos-
Tiefpasses für Frequenzen größer als die Grenzfrequenz fg=0.00083s·1, fg=l/Intervallänge. 
Betrachten wir Abb. 2 und setzen eine hypothetische Zeitreihe voraus, die aus zwei Schwingun-
gen lJI/t)= a cos ( wit) mit gleicher Amplitude a besteht, mit w1=2nT1 und w2=2nT2 mit T1=8 
min und T2= 1 min, so müßte der Mittewert Null betragen, er wird aber je nach Phasenlage der 
Schwingung lJ11 einen Wert von± O.la und Zwischenwerte annehmen. Die Fluktuationen lJ12 
werden durch die Fluktuationen lJI 1 bei der Auswertung durch die Mittelwertbildung beeinflußt. 
Diese Abweichungen vom Erwartungswert werden durch Mittelwertbildung über mehrere 
Realisierungen (bei Naturmeßreihen nicht möglich) oder durch bessere Filter verkleinert. Aus 
Abb. 2 ist ersichtlich, daß der maximale Fehler beim gewählten Lanczos-Filter kleiner als 2% 
ist. Es ist sogar so, daß bei der Mittelwertbildung der Fehler immer noch ±0.03a beträgt, wenn 
wir die Periode auf die der Filterperiode des Lanczos-Filters vergrößern, wobei das Verhalten 
dieser Mittelwertbildung bei Intervallvergrößerung gegenüber niederfrequenten Schwingungen 
erheblich schlechter wird. 
Eine ähnliche Übertragungsfunktion wie in Abb.2 hat die Mittelwertbildung gegenüber dem 
niederfrequenten Bereich. Näheres dazu bei Taubenheim (1969, S.321). 
Praktischer Vergleich der Auswertemethoden 
In der Praxis findet man kaum lange Zeitreihen, die gleichzeitig hochfrequent abgetastet sind. 
Darum wurde am 18.11.99 mit einem akustischen Anemometer USA-1 eine Zeitreihe von 
9Uhr-12Uhr und einem Digitalisierungsschritt von 0.1 Sekunden 50cm über Sandboden (Küste 
von Zingst) aufgenommen. Die Werte für die drei Windkomponenten wurden mit den in Abb. 
1 dargestellten Filterkoeffizienten gefiltert und gleichzeitig die Mittelwerte über 20 Minuten 
gebildet. Die 20 Minuten Mittelwertbildung wurde jeweils gleitend mit einer Schrittweite von 
5 Minuten wiederholt, so daß sich die Intervalle jeweils mit 15 Minuten überlappen. Diese 
Ergebnisse sind für die Vertikalkomponente des Windes und die Temperatur in Abb. 3 dar-
gestellt. Die entsprechenden Mittelwerte sind mit einem zyklischen Linienenstyle 
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Abb. 4 Schubspannungsgeschwindigkeit, gestrichelte Linie - Fluktuationen durch Abzug des Intervallmittels 
(berechnet nach GI. (1) u. (2), Abb.3a), ausgezogene Linie - Fluktuationen durch Abzug des aktuellen 
Tiefpassfilterwertes (Abb.3a) berechnet. Die Ergebnisse in den einzelnen 20 Minutenintervallen sind durch Linien 
verbunden. 
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Abb. 5 Wie Abb. 4 aber fühlbarer Wärmestrom H=pcPw'T' , gestrichelte Linie - Fluktuationen durch Abzug des 
Intervallmittels, ausgezogene Linie - Fluktuationen durch Abzug des aktuellen Tiefpassfilterwertes berechnet 
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voneinander zu unterscheiden. Interessant sind Überschwingeffekte des Mittelwertes, die auf 
die oben beschriebenen Einflüsse des hochfrequenten Spektrums auf den Mittelwert hindeuten. 
So ist es unlogisch, daß der 3. Mittelwert (gepunktete Linie in Abb. 3a, der erste Mittelwert, 
eine gestrichelte Linie und der zweite, eine Strichpunktlinie überdecken sich stark, die Werte 
sind fast identisch) für w' nicht zwischen dem 2. Und 4. liegt, obwohl sich die Intervalle stark 
überlappen. 
Aus den Mittelwerten ist zu sehen, daß die Veränderungen klein sind und in jedem Falle von 
stationären Bedingungen ausgegangen werden kann. Das gleiche gilt für die Horizontalwind-
komponenten mit jeweils lm/s. In Abb. 4 ist der zeitliche Verlauf der Schubspannungsge-
schwindigkeit und in Abb.5 der zeitliche Verlauf der fühlbaren Wärmestroms dargestellt, wobei 
jeweils beide Methoden angewandt wurden. Es zeigt sich erfreulicherweise, daß beide Kurven 
nahe beieinander liegen. Geht man davon aus, daß der niederfrequente Gang dieser Parameter 
stetig ist und nach Voraussetzung innerhalb von 5 Minuten sich nicht stark ändert, sieht man 
die Verbesserung durch das Lanczos-Filter. Die Varianz dieser Werte ist besonders beim 
Wärmestrom kleiner. Die Werte für den fühlbaren Wärmestrom sind relativ klein, aber im 
Bereich der typischen Werte des Winterhalbjahres. Der Vollständigkeit halber sollen hier noch 
die Globalstrahlungswerte aufgeführt werden. Zu Beginn der Messung (t=O in Abb. 5) betrug 
die Globalstrahlung 128W/m2 und nahm dann auf 53W/m2 ab, um dann wieder auf 173W/m2 
gegen Ende der Messung zu steigen. Diese Werte sollen nur zeigen, daß die Größenordnung 
des Wärmeflusses im Bereich der Erwartungen liegt. 
Vorschlag zur Geräteausführung 
Vom Autor wurde in den achtziger Jahren ein Datenerfassungsystem zur Meereswellenregistrie-
rung auf Mikroprozessorbasis entwickelt und erfolgreich eingesetzt (Schönfeldt, 1994 ). In der 
Praxis sind die Meßgeräte und Datenerfassungssysteme in der Regel mit Mikroprozessoren 
ausgerüstet. Um eine Bandpassfilterung der erfaßten Daten zu ermöglichen, wurden zwei 
Speicherringe realisiert. Die Datenabtastrate betrug 48 Hz. Diese Daten wurden in den Spei-
cherring der hochfrequenten Daten geschrieben. Jede Sekunde wurden diese Daten mit einem 
Lanczos-Filter gefiltert und in den zweiten Speicherring geschrieben. Die hohe Abtastrate ergab 
sich aus dem System. Sie sollte dazu dienen das Rauschen der digitalen Wellensonde mit einem 
Kontaktabstand von 3 cm zu verringern und ist in der hier beschriebenen Problematik nicht 
relevant. Es standen somit Sekundenwerte des aktuellen Wasserstandes im zweiten Speicher-
ring zur Verfügung. Die gesuchte Abweichung vom Mittelwert (Wellenhöhe) ergab sich aus 
dem im Speicherring unter Berücksichtigung der erforderlichen Zeitverschiebung abgelegten 
Wert minus dem gefilterten Wert des Speicherringes (Lanczos-Tiefpass ). In unserem oben 
beschriebenen Beispiel wäre der hochfrequente Speicherring überflüssig. Der einzige Speicher-
ring hätte eine Länge von N=40001 Werten (-66Minuten). Der aktuelle Wert steht erst nach ca. 
33 min gefiltert zur Verfügung. Er entspricht einer gestrichenen Größe (Fluktuation) und kann 
online weiter verarbeitet werden. Im Unterschied zum verwendeten USA-1 stünden die Daten 
der untersuchten Periode erst 33 min nach der Messung zur Verfügung. Bei kontinuierlichen 
Messungen ist dies kein Nachteil. Ein so programmiertes Gerät hätte aber den Vorteil, daß 
Filtereffekte und Trends in den Meßreihen kaum noch Bedeutung haben. Da das Filter sehr 
flexibel ist, könnte der Beobachter die Filtergüte in weiten Grenzen selbst bestimmen. Rein 
rechentechnisch ist das Problem lösbar. Die Wellenmeßanlage hat mit einem 8-bit Prozessor, 
der mit 2MHz getaktet war, 8 Wellensonden online bedient. 
Schlußfolgerungen 
Dieser Vergleich konnte mangels anderer Daten nur auf die Messung vom 18.11.99 angewandt 
werden. In der Literatur werden für Turbulenzmessungen Fehler von 30% (Dyer, 1990, S. 84) 
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angegeben. Nach grober Abschätzung läßt sich der Fehler durch bessere Datenverarbeitung um 
10% reduzieren. Dies gilt auch bei Vergrößerung der turbulenten Ströme. Es sei noch darauf 
hingewiesen, daß auch bei spektraler Betrachtung diese Fehler auftreten. In der Praxis sind die 
Daten im hochfrequenten Bereich durch die Meßgeräte gefiltert, so daß Aliasing nicht auftreten 
kann. Durch das schlechte Verhalten des Mittelwertfilters werden Amplituden aus dem nieder-
frequenten Spektralbereich (Trend) im hochfrequenten (das berechnete Spektrum) abgebildet. 
Die beste Trendbeseitigung ist die numerische Filterung mittels Lanczos-Filter. 
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